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ФАКТОР ФОРМЫ И МОДУЛЬ УПРУГОСТИ К РАСЧЕТУ ЭЛАСТОМЕРНЫХ  
УПЛОТНИТЕЛЬНЫХ КОЛЕЦ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО СЕЧЕНИЯ 

 
Как показывают исследования [1,3-6], механические свойства резинотехнического из-

делия (РТИ) могут существенно отличаться от физико-механических характеристик эла-
стомера, из которого изготовлено РТИ. Одной из причин подобного различия является 
так называемый фактор формы Ф . 

Особенно сильно проявляется влияние параметра Ф  при деформации сжатия, которая 
является основной для уплотнительных колец и герметизирующих прокладок, как в мон-
тажном, так и в эксплуатационном режимах их работы. Размеры РТИ, подвергающихся 
сжатию, в каждый момент времени определяются не только сжимающей нагрузкой, но 
также и трением между контактирующими поверхностями уплотнителя и контртела [1]. 
Поэтому сечение уплотнительного кольца может значительно раздаваться (деформиро-
ваться) в стороны. 

Деформация герметизирующего резинотехнического изделия при наличии указанного 
краевого эффекта, связанного с трением на контактных поверхностях, характеризуется 
некоторым условным модулем уЕ , присущим не материалу, а рассматриваемой детали. 

Экспериментально апробированная и достаточно универсальная формула для уЕ  была 
предложена рядом ученых бывшего СССР [3-6]: 

  ФЕЕкЕ фу 1 ,                                              (1) 
где Е - модуль упругости резины при чистом сжатии, которое имеет место только в слу-
чае смазанных и гладких контактирующих поверхностей; 

  фк - коэффициент формы (параметр ужесточения [1,2]) 
 Фкф 1 ;                                                          (2) 

   - постоянная, зависящая от условий на поверхностях контакта эластомера с контр-
телом и учитывающая краевой эффект, возникающий в уплотнительном кольце вследст-
вие сил трения  10  ; 

   - константа, на показатель которой влияют механические свойства резины и пара-
метр 0Ф . 

Например, если 25,0Ф , то при закрепленных контактных поверхностях (в резино-
металлических элементах) коэффициент   близок к единице, а зависимость между уЕ  и 
Е  при различных Ф  носит линейный характер. С увеличением Ф  растет и константа 
 , достигая значения 1,26,1   и более для факторов формы 5,125,1 Ф [1]. 
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Очевидно, что если опорные поверхности уплотнителя и контртела идеально гладкие и 
хорошо смазанные, то трение будет практически отсутствовать. В этом случае 0  и 
условный модуль уЕ  при любых Ф  будет совпадать с Е , то есть величина   может ме-
няться от 0  до 1  для резино-металлических сопряженных деталей, у которых 
прочная связь между эластомером и металлом исключает скольжение. 

Таким образом, наличие модуля упругости Е  как упругой характеристики материала 
недостаточно для оценки напряженно-деформированного состояния резиновой детали. В 
этой связи проектно-нормативные источники рекомендуют пользоваться для практиче-
ских расчетов уплотнительных колец экспериментально проверенной, эмпирической 
формулой условного модуля уЕ  [2,7,8] 

   21 ФЕЕкЕ фу  ,                                               (3) 

в которой (экспериментальные значения): 1 ; 2 ; 5,0Ф  и 25,1фк  - для торо-

образных уплотнителей; 316,0Ф  и 1,1фк  - для колец прямоугольного сечения. При 
этом справочник по проектированию уплотнений [2] дает следующее соотношение к оп-
ределению Ф  в зависимости от ширины контактной поверхности l  и вертикального раз-
мера h  посадочного места (сумма высот канавки и зазора между деталями) (рис.1): 

h
lФ

2
 .                                                              (4) 

 

конструктивно-технологический зазор 

цилиндр 
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Рис. 1 

 
По данным [1] в диапазоне 

75,00 Ф ,                                                          (5)  
который охватывает уплотнительные кольца прямоугольного и круглого сечений [2,7,8], 
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расчетные и экспериментальные параметры уЕ  практически совпадают, и только при 

25,1Ф  модуль упругости уЕ , найденный опытным путем и по формуле (3), отличается 
на величину, не превышающую 10 %. 

В данной работе, на основе анализа и обобщения известных экспериментально-
теоретических результатов, уточнены параметры   и   общей формулы (1) для интерва-
ла 5,175,0 Ф , то есть увеличен в два раза диапазон изменения фактора формы Ф  
при определении модуля уЕ  и расчетах РТИ. С этой же точки зрения следует отметить, 
что в пределах граничных значений 

5,125,0  Ф                                                        (6) 
имеются и необходимые для оценки несущей способности РТИ допускаемые нормальные 
напряжения    в зависимости от твердости Н эластомера [1]. 

Кроме того, в представленной статье, базируясь на свойствах подобия и взаимной 
трансформации уравнений эллипса и окружности [10], выведена формула, позволяющая 
без проведения специального эксперимента (достаточно длительная и дорогостоящая 
процедура) определять аналитически фактор ЭФ  применительно к эллиптическим 
(овальным) профилям сечения уплотнительного кольца. Такие герметизирующие РТИ, 
предназначенные для УПС при внутреннем диаметре ммD 500...50 , в отличие от ко-
лец круглого сечения, не скручиваются и поэтому более надежны в эксплуатации [2,9]. 
Их типовые размеры и буквенные обозначения приведены в табличной форме на рис. 2 
[9]. 
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Рис. 2 

 
Рассмотрим в системе хОу канонические (простейшие) уравнения эллипса с полуосями 

ээ ва   и вписанной окружности, имеющей радиус эа [10] (рис.3): 
- эллипс 
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- окружность 
     222

эаух  .      (8) 
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Рис. 3 

 
Обозначим буквенными символами эс  и ос  параметры, характеризующие размеры 

поверхностей контакта с контртелом, соответственно, колец эллиптического и круглого 
сечений, по которым действуют распределенные реактивные усилия эq  и оq  (рис.3). 

Полагая, что высота h  посадочного места уплотнительного элемента для обоих 
профилей одна и та же, находим из уравнений (7), (8) координаты сх  расположения 
контактных сечений при эсу   и осу  : 

2

2

1
2 э

э
эс в

саhх  ;                                                     9) 

2

2

1
2 э

о
эс а

саhх  .                                                  (10) 

Приравнивая правые части выражений (9), (10), получаем соотношения между разме-



ISSN 1561-4212. ВЕСТНИК ВКГТУ, 2006, № 3                                                                                                  
ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ 

 

57

рами эс  и ос : 

э

э
оэ а

всс  .                                                          (11) 

В соответствии с поставленной задачей, расчетной схемой рис. 3 и общей формулой 
(4) аппроксимируем факторы формы ЭФ  и ОФ  для эллиптического и круглого сечений 
уплотнительного кольца, учитывая, что 5,0ОФ  [2,8]: 

 
2 h

с
h

lФ ээ
Э  ;                                                     (12) 

 0,5.
2


h
с

h
l

Ф оо
О                                                 (13) 

Выражаем h  из соотношения (13) и подставляем результат в (12): 

о
о

о с
Ф
ch 2 ,                                                    (14) 

о

э
Э с

сФ 5,0 .                                                     (15) 

Исключая параметр эс  из зависимости (15) с помощью (11), будем иметь, после со-
кращения на ос , искомую формулу для определения ЭФ : 

э

э

э

э
ОЭ а

в
а
вФФ 5,0 .                                             (16) 

Далее, согласно общей постановке задачи и вышеуказанного предела (5) применения 
упрощенной формулы (3), находим коэффициенты   и   зависимости (1), аппроксими-
рующей модуль упругости  Эуу ФЕЕ  , из следующих граничных условий, соответст-

вующих увеличенному диапазону (6) изменения фактора формы ЭФФ  : 
- при 75,0ЭФ  

  ЕЕ у 75,0 [   75,01 ] Е [  275,01 ],                       (17) 

- при 25,1ЭФ  

  ЕЕ у 25,1 [   25,11 ] Е1,1 [  225,11 ]                             (18) 
или 

 
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откуда (из системы (19)) 
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





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







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а из (20) 

 
089,1

51644,0
5625,0

75,0
5625,0

297,2  .                         (22) 

Принимая во внимание (1), (3), (21) и (22), представляем две расчетные формулы для 
модуля уЕ : 

 21 Эу ФЕЕ  ,  75,00  ЭФ ;                                (23) 

 297,2089,11 Эу ФЕЕ  , 5,175,0  ЭФ .                               (24) 

В качестве иллюстрирующего примера на рис. 4 даны графики зависимостей уЕ  от 

ЭФ  для конструкционной резины марки 2959, имеющей модуль упругости МПаЕ 4  
(основа - натуральный каучук (НК) [1]), построенные по экспериментальным данным [1] 
(кривая 1) и с использованием формул (23), (24) (кривая 2). 
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Рис. 4 
 

Отличие между опытной и расчетной кривыми, как следует из графика рис. 4, не вы-
ходит за пределы 3,34,7 %, что говорит о достаточной точности формул (23), (24) и 
возможности их практического применения к определению модуля упругости уЕ  для уп-

лотнительных колец эллиптического сечения при изменении фактора формы ЭФ  в пре-
делах 5,15,0  ЭФ . Этот интервал охватывает не только стандартные круглые 
( 5,0 ОЭ ФФ [2]) и овальные профили с факторами ЭФ , соответственно равными (см. 
таблицу рис. 2 и формулу (16)) 66,0ЭФ  и 65,0ЭФ , но и вытянутые (сплюснутые) 
эллиптические сечения, имеющие 

5,166,0  ЭФ .                                                 (25) 
Наибольшее значение 5,1ЭФ  соответствует предельному отношению полуосей эв  и 

эа  эллипса (рис. 2 и 3) 

3
max










э

э

а
в

,                                                   (26) 

до которого корректность эмпирических зависимостей (23), (24) не вызывает сомнения. В 

то же время при 3
э

э

а
в

 будет проявляться в большей степени недостаток уплотнитель-

ных колец, имеющих овальное очертание периметра сечения, связанный с повышением 
силы трения и увеличением ширины УПС [2]. 

Установленное численное значение (26) зависимости между эв  и эа  позволяет значи-
тельно расширить номенклатуру эластомерных уплотнителей эллиптического сечения, по 
сравнению с выпускаемыми промышленностью резиновыми кольцами аналогичного 
профиля [2,9]. И в этом случае может возникнуть необходимость по реализации процесса 
математического моделирования напряженно-деформированного состояния герметизи-
рующего элемента, а также в осуществлении процедуры регулирования контактных дав-
лений и натягов при проектировании уплотнительного устройства путем подбора (опти-
мизации [11,12]) размеров эв  и эа . 

Аналогичная графикам рис. 4 корреляция между экспериментальными и расчетными 
величинами уЕ  с разницей не более 5% получается для других марок резины при 

5,10  Ф  [1]. 
Результаты и выводы данной статьи могут быть непосредственно использованы для 

количественной оценки прочности и жесткости эластомерных уплотнительных колец 
овального (эллиптического) поперечного сечения. 
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УДК532.542 
 
Ш.С.Аманжолова  
ВКГТУ, г. Усть-Каменогорск 
 

ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ЖИДКОСТИ В РЕЗЕРВУАРЕ,  
ИМЕЮЩЕМ ФОРМУ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА 

 
Задача о вынужденных колебаниях жидкости в резервуарах является одной из задач 

классической гидродинамики, где для описания движений жидкости используются или 
переменные Лагранжа, или переменные Эйлера. В теории  динамики тела с полостями, 
содержащими жидкость, как правило, пользуются переменными Эйлера, которые харак-
теризуют состояние частиц жидкости, находящихся в разные моменты времени t в задан-
ной точке пространства с координатами x,y,z. В линейной постановке задач движение 
жидкости относительно резервуара считается малым в том смысле, что произведениями 
перемещений частиц жидкости и их скоростей относительно стенок резервуара можно 
пренебречь. 

В данной работе рассматривается задача о вынужденных колебаниях однородной иде-
альной несжимаемой тяжелой жидкости в резервуаре в форме прямоугольного паралле-
лепипеда,  движущегося по горизонтальной плоскости произвольным образом, в которой 
поставлены граничные условия для поведения жидкости и определен потенциал Жуков-
ского. Стенки резервуара предполагаются абсолютно твердыми. Резервуар заполнен жид-
костью частично.  

Для решения задачи используется метод построения решения, предложенного  
Н.Н.Моисеевым и А.А.Петровым, согласно которому для определения потенциала абсо-
лютных скоростей жидкости решается уравнение Лапласа с соответствующими гранич-
ными и начальными условиями [2]. Потенциал абсолютных скоростей жидкости Ф пред-
ставляется в виде суммы двух потенциалов Ф1 и Ф2 

Ф = Ф1 + Ф2,                                                            (1) 
где Ф1 - потенциал Жуковского, описывающего движение жидкости, полностью за-
полняющей полость, ограниченную стенками резервуара и твердой крышкой, совпадаю-
щей с невозмущенной свободной поверхностью жидкости и жестко связанной со стенка-
ми сосуда. Он зависит только от формы резервуара и никакие изменения вида движения 
резервуара не могут его изменить. Потенциал Ф2 определяет малые вынужденные колеба-
ния жидкости в неподвижном сосуде, вызванные неравномерностью давлений при дви-
жении с потенциалом Ф1. 

Выберем неподвижную систему координат  О1х 1у1z1  таким образом, чтобы в началь-
ный момент движения плоскость О1х 1у1 совпадала с невозмущенной свободной поверх-
ностью жидкости, а оси  х1, у1 , z1 были соответственно параллельны ребрам  2l, b и a   
(рис. 1). 

Обозначим  через   плотность жидкости,   - объем области, занятой жидкостью в 
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данный момент времени,  - часть поверхности сосуда, смачиваемую жидкостью, S – 
свободную поверхность жидкости в невозмущенном состоянии. 

Возьмем некоторую точку О полости. При движении резервуара по горизонтальной 
плоскости точка О будет описывать некоторую плоскую кривую.   Будем предполагать, 
что тело движется таким образом, что за все время движения касательная к точки О па-
раллельна ребру 2l параллелепипеда. Другими словами, будем предполагать, что твердое 
тело неизменно связано с естественным трехгранником траектории точки О (рис.1). 

 

О1 О 

b 

2
l 

ξ 

x1
x 

η y1 
y z1 z 

ū 

ζ 

х 

у 

ζ  
z η 

u
θ 

 
 

Рис. 1.  Схематическое  изображение движения резервуара в форме прямоугольного параллелепи-
педа, частично заполненного жидкостью, по горизонтальной плоскости 

 
Введем две системы координат: Оξηζ с вертикальной осью ζ, которая движется посту-

пательно, и Охуz, оси которой х, у, z параллельны ребрам параллелепипеда   соответст-
венно 2l , b, а. Будем предполагать, что в начальный момент времени системы координат  
Охуz  и  Ох1у1z1   совпадают.   

Обозначим через u и   векторы скорости точки О и угловой скорости резервуара. В 
силу принятых предположений о характере движения будем иметь  

k
u

dt
d




 ,                                                         (2) 

где  - угол поворота сосуда относительно оси Оζ; k – радиус кривизны траектории точки О. 
На рис. 1 дано схематическое изображение двух произвольных положений прямо-

угольного параллелепипеда с частичным заполнением жидкостью, движущегося по гори-
зонтальной плоскости. Пусть траекторией некоторой точки О твердой части параллеле-
пипеда является плоская кривая линия с переменным радиусом кривизны k. 
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В рассматриваемой задаче будем считать, что кривизна траектории  
k
1

  в общем слу-

чае является некоторой функцией по времени t. В таком случае предыдущая формула для 
угловой скорости резервуара справедлива при движении по траектории постоянной кри-
визны, т.е. при движении по круговому пути или при прямолинейном движении резер-
вуара. 

При расчете колебаний жидкости в резервуаре, движущегося в горизонтальной плос-
кости  по пути, кривизна которого не постоянна, необходимо учитывать это обстоятель-
ство, так как угол поворота резервуара θ(t) относительно неподвижной системы коорди-
нат  Оξηζ будет переменной величиной от сложной функции.    

В системе координат Оξηζ резервуар с жидкостью вращается с угловой скоростью  . 
Обозначим через h уровень заполнения резервуара жидкостью. В системе координат Охуz 
уравнение невозмущенной свободной поверхности жидкости имеет вид  z = 0. Уравнение 
возмущенной свободной поверхности жидкости будем искать в виде  z=ζ(x,y,z). Обозна-
чим через Ф = Ф(x,y,z,t) потенциал скоростей относительного движения жидкости в сис-
теме координат  Оξηζ, удовлетворяющий уравнению Лапласа в области τ  

ΔФ1(х,у,z,t) =0,                                                          (3) 
ΔФ2(x,y,z,t) =0.                                                          (4) 

Согласно общепринятым установкам [2-4], граничные условия для рассматриваемой 
задачи будут иметь вид 

v
dn

dÔ
1    –    на поверхности Σ;                                            (5) 

02 
dn

dÔ
  –   на поверхности Σ;                                            (6) 

01 
dz

dÔ
  –   на поверхности  S;                                           (7) 

dt
d

dz
dÔ 

2  –  на поверхности S;                                            (8) 

dt
dÔWWg

dt
dÔ

yx
12    –  на поверхности S.                            (9) 

Определение  функции Ф1 приводится к решению краевой задачи (3), (5), (7). Для оп-
ределения потенциала скоростей вынужденных колебаний жидкости решается краевая 
задача (4), (6), (8) и (9). Решение этих двух краевых задач даст нам описание колебаний 
тяжелой  жидкости в подвижной ёмкости в форме прямоугольного параллелепипеда, 
движущегося по горизонтальной плоскости. 

Как уже было отмечено, при решении задач о вынужденных колебаниях идеальной 
однородной, несжимаемой, тяжелой жидкости в подвижной ёмкости  в первом прибли-
жении движение жидкости считается потенциальным, а это условие приводит к задаче 
определения потенциалов скоростей собственных и вынужденных колебаний жидкости. 
Определение потенциалов скоростей для полостей заданной формы сводится, как извест-
но, к решению задачи Неймана о разыскании функции, удовлетворяющей уравнению Ла-
пласа внутри области τ, по заданным на границе области нормальным производным от 
неё. Если область  τ  односвязна, то эта задача имеет, как известно, единственное решение 
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в виде однозначной гармонической функции; для многосвязной области решение будет 
многозначной функцией. Эта краевая задача путем введения функции Грина может быть 
приведена к интегральным уравнениям. Определим потенциал скоростей собственных 
колебаний жидкости, для чего решим уравнение Лапласа (3) с граничными условиями 
(5), (7). 

Решение уравнения Лапласа (3) проводится в предположении, что амплитуды колеба-
ний жидкости в резервуаре малы по сравнению с глубиной заполнения. Решение краевой 
задачи  (3), (5), (7) будем искать в виде  

,1 Ô                                                         (10)     
где функция  Ψ удовлетворяет уравнению Лапласа 

ΔΨ = 0  –  в области  τ                                                (11)  
и  граничному условию 

        
0

)( znxr
dn
d




 –  на поверхности Σ+S,                                 (12)   

где  
0

r - орт оси z. 
Решение краевой задачи (11) - (12) зависит лишь от формы области  τ  объёма, зани-

маемого жидкостью. Функция Ψ называется потенциалом Жуковского, который подлежит 
определению для рассматриваемой задачи, т.е. для резервуара в форме прямоугольного 
параллелепипеда. 

Для определения потенциала Жуковского рассмотрим граничное условие (12) для по-
верхности Σ+S, состоящей из смачиваемой поверхности полости резервуара и невозму-
щенной свободной поверхности жидкости. 

Условие (12) можно записать в виде 

,coscos  yx
dn
d




                                         (13) 

где  через  α, β   обозначены углы, образуемые вектором внешней нормали n  с осями  Ох, 
Оу. 

Запишем граничное условие  (13)  для каждой грани параллелепипеда 
                                                                          у  при х = 0, 




dx
d

                                                                         (14) 

                                                                          -у  при х = 2l , 
                                                                          -х  при у = 0, 




dy
d

                                                                         (15) 

                                                                          х  при у  = b;                                                 

0


dz
d

  при z = 0  и   z = - h.                                        (16) 

Положим  Ψ = Ψ1 – ху; тогда функция  Ψ1 в области τ, занимаемой жидкостью, должна 
удовлетворять уравнению Лапласа 

ΔΨ1 = 0,                                                          (17) 
так как функция  (х ּ◌у)  ему удовлетворяет.  
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Из условия (16) следует, что функция  Ψ1  не зависит от  z. 
На стенках призмы и её верхнем и нижнем основаниях функция                                       

Ψ1 должна удовлетворять условиям 
                                                                    2у   при х = 0, 



dx

d 1                                                                              (18) 

                                                                     0   при ч =  2l ; 
 

                                                                     0   при у = 0, 



dy

d 1                                                                              (19) 

                                                                      2х при  у = b. 
Представим  функцию Ψ1 в виде суммы  

Ψ1 =  Ψ1
I  +  Ψ1

II  +  Ψ1
III  +  Ψ1

IV .                                     (20) 
Граничные условия (18) – (19) приводят к следующим граничным условиям для со-

ставляющих суммы (20): 
                                                                 2у = b  при  х = 0, 



dx

d i
1                                                                                  (21) 

                                                                  0  при х  =  2l; 
 

                                                                  0   при у = 0, 



dy

d I
1                                                                                  (22) 

                                                                  0   при у = b; 
 

                                                                  0   при х = 0, 



dx

d II
1                                                                                 (23) 

                                                                  0    при х =  2l ;          

                                                                  0    при у = 0, 



dy

d II
1                                                                                 (24) 

                                                                   2х - 2l    при  у = b; 
                                                                   b    при х = 0, 



dx

d III
1                                                                                (25) 

                                                                   0    при х = 2l; 
 

                                                                    0     при у = 0, 



dy

d III
1                                                                               (26) 
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                                                                    0     при  у = b;               
 

                                                                     0   при х = 0, 

                          

dx

d III
1                                                                              (27) 

                                                                     0   при х = 2l ;                                             
                                                   

                                                                     0   при у = 0, 



dy

d III
1                                                                              (28) 

                                                                     2l     при  у = b. 
Функции  Ψ1

I ,  Ψ1
II ,   Ψ1

III,  Ψ1
IV   должны удовлетворять уравнению Лапласа: 

ΔΨ1
I = 0,  Δ Ψ1

II = 0,  Δ Ψ1
III = 0,  Δ Ψ1

IV = 0.                                (29) 
Решения уравнений (29) с соответствующими граничными условиями (21) - (28) полу-

чаем в виде 

;
2

2
1212

12cos212
8

0 3
3

2

1 


 








 



 




sh

y
b

x
b

chbI                               (30) 

;

2
1212

2
12cos

2
12

32
0 2

3

2

1 


 








 



 bsh

xych
II




                               (31) 




 




0 3
2

2

1 ;
21212

12cos1214








 
b

sh

x
b

y
b

сhиШ                            (32) 

.

2
1212

2
12cos

2
12116

0 2
2

2

1 


 

















 bsh

xych
IV




                        (33) 

Вычислив  значения   ΔΨ1
I,   ΔΨ1

II,  ΔΨ1
III,  ΔΨ1

IV и сделав соответствующие преобра-
зования, получим искомую функцию Ψ  в виде ряда 
 

.

2
12

2
12cos

2
124

212

12cos212
12

1
12

24,                        

22

0
2321















































 




bsh

xych

b
sh

y
b

x
b

chb

yx


















 



   (34) 

Из выражения (34) очевидно, что потенциал Жуковского  Ψ  зависит лишь от формы 
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сосуда, в котором заключена жидкость. 
Подставив выражение потенциала Жуковского (34) в уравнение (10), получим выра-

жение для потенциала  Ф1 (х, у, z, t):  


















































 




bsh

xсosych

b
sh

y
b

сosx
b
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ИССЛЕДОВАНИЕ СХОДИМОСТИ ЧИСЛЕННОГО МЕТОДА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ  
ДЕФОРМИРОВАНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК 

 
Рассмотрим задачу о напряженно-деформированном состоянии цилиндрической обо-

лочки. Уравнение равновесия элемента оболочки имеет вид 

0


 qa
x

Na 






.                                                      (1) 

Здесь а – фундаментальный определитель метрического тензора; 
 eNN 

 – 

вектор внутренних усилий (α¸β=1¸2); nеее 
321 ,, – локальный базис системы коорди-

нат  x¹¸x²; x¹¸x² – гауссовы координаты; q – вектор внешней нагрузки. 
Систему криволинейных координат x¹¸x² определим таким образом, чтобы размеры 

ячейки сетки ∆x¹¸ ∆x² были равны единице. 
Преобразуем уравнение равновесия (1) к разностному виду 

      
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     
        
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


















            (2) 

       0
;3

3
5,0;3

2
5,0;3

2   jijiji eqeqeQeQ 


 . 

Проектируя слагаемые векторного уравнения (2) на векторы взаимного локального ба-
зиса 321 ,, еее  в точке  (i¸j), получим систему трех скалярных уравнений равновесия эле-
мента оболочки с центром в узле (i¸j). Выражения для перерезывающих сил Q получа-
ются из условия равенства нулю главного момента внутренних усилий и моментов, дей-
ствующих на элемент оболочки 

                                        0


 aNe
x
Мa 



 


,                                                 (3) 

где  


 eMcM 
 – вектор внутренних моментов; с – дискриминантный тензор, 

компоненты которого принимают значения   
асассс  21122211 ,,0 . 

Заменяя в (3) производные их разностными аналогами и умножая скалярно левую 
часть уравнения на векторы  jie ;5,02 

 и   5,0;1 jie , получим выражения для перерезываю-
щих сил [1]. 

Компоненты тензоров мембранных усилий и внутренних моментов могут быть выра-
жены через компоненты тензоров мембранных εβα и изгибных   μ βα  деформаций соотно-
шениями  
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112 2 . 

Тангенциальные деформации εβα определим через компоненты вектора перемещений   
uβ   в точке (i+0,5;¸j+0,5), находящейся в центре ячейки: 
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Изгибные деформации  
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Дискретные выражения для тангенциальных деформаций и углов поворота удовлетво-
ряют условиям жесткого смещения. На основе предлагаемой методики решена задача о 
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рассеченном цилиндре (рис. 1). 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема разомкнутой цилиндрической оболочки 
 
Цилиндр длиной  l , радиусом r и толщиной стенки h  имеет одну защемленную и дру-

гую свободную кромки вдоль защемления. Равномерно  распределенная нагрузка интен-
сивностью q действует вдоль разомкнутой свободной кромки. На рис. 2 приведен график 
относительной погрешности максимального прогиба, полученного методом криволиней-
ных сеток (кривая 1).  

 

 
 

Рис. 2. График сходимости решения для рассеченной цилиндрической оболочки 
 
Для сравнения приведены аналогичные зависимости, полученные в работе [2] в виде 

кривой 2 и в работе [3] в виде кривой 3. Результаты решения приведенных задач позво-
ляют сделать вывод о том, что приведенная методика может успешно применяться в рас-
четах тонкостенных оболочек, деформированное состояние которых характеризуется  на-
личием жестких смещений. Метод криволинейных сеток, обладая достаточной простотой, 
не уступает по  сходимости более трудоемкому методу конечных элементов.   
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ИЗМЕРЕНИЕ ВЛАЖНОСТИ В АВТОМАТИЗИРОВАННЫХ СИСТЕМАХ УПРАВЛЕНИЯ  

ТЕХНОЛОГИЧЕСКИМИ ПРОЦЕССАМИ СВЧ МЕТОДОМ 
 
Получение информации о технологических параметрах и их изменениях в ходе техно-

логических процессов представляет собой первоочередную задачу при автоматизации 
этих процессов. Поэтому разработка и создание высокоэффективных  измерительных 
устройств и их основных функциональных элементов – датчиков – заслуживают большо-
го внимания специалистов в области автоматики и измерительной техники. 

Одним из основных технологических параметров, определяющих качество бесчислен-
ного множества материалов, добываемых, перерабатываемых или синтезируемых раз-
личными отраслями промышленности и сельского хозяйства, является влажность. 

Наиболее перспективной областью применения влагомеров (в том числе и сверхвысо-
кочастотных (СВЧ)) являются автоматизированные системы управления технологиче-
скими процессами (АСУ ТП). Наличие систем контроля влажности повышает качество 
АСУ ТП, их эффективность, и в целом ряде случаев позволяет поднять на новую качест-
венную ступень саму технологию производства.  

В настоящее время большое количество технологических процессов является поточно-
непрерывными, что накладывает свой отпечаток на требования к современным влагоме-
рам. Как бы ни была высока точность дискретных измерений, обеспечить качественное 
управление процессом в условиях реального производства не представляется возможным, 
так как информационная емкость единицы дискретного измерения мала по сравнению с 
объемом продукции, перерабатываемой за время измерения.  

Разработанная информационно-вычислительная система (влагомер) промышленного 
назначения позволяет проводить экспрессный контроль влажности твёрдых материалов 
(в том числе монолитных, порошкообразных и гранулированных) как дискретно, так и 
непрерывно (в потоке). 

В качестве метода измерения, в результате проведенного анализа различных методов, 
был выбран СВЧ метод определения влажности, по поглощению СВЧ волны. Этот метод 
получил широкое применение ввиду возможности получения простых технических реше-
ний СВЧ влагомеров при несложной методике измерений. Его достоинствами являются 
бесконтактность измерений (чувствительный элемент-преобразователь может не иметь 
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гальванического контакта с объектом измерений) и возможность интегральной оценки 
влажности в значительных объемах. Принцип, лежащий в основе этого метода, прост и 
заключается в измерении параметров прошедшей или отражённой волны, предварительно 
собранной в узкие пучки с помощью передающей и приемной антенн, после взаимодей-
ствия с материалом. Информацию о влажности содержат амплитуда, фаза и угол поворо-
та плоскости поляризации электромагнитной волны как отраженной, так и прошедшей 
через влажный материал. 

На основе этого принципа реализуются три схемы измерения влажности: по значени-
ям поглощения энергии СВЧ поля, по значениям фазового сдвига колебаний СВЧ и по 
параметрам отраженной от материала волны. 

Рассмотрим физический процесс взаимодействия электромагнитной волны с влажным 
материалом (рис. 1), предполагая, что волна плоская и падает нормально (перпендику-
лярно) к поверхности образца (боковые поверхности слоя бесконечные и плоскопарал-
лельные). 

Так как диэлектрические свойства среды 1, в которой распространяются электромаг-
нитные волны, отличны от диэлектрических свойств влажного материала 2, возникает 

отраженная волна  .отрP . 

 
 

Рис. 1. Взаимодействие электромагнитной волны с влажным материалом 
 
Мощность электромагнитной волны, прошедшей в материал, будет равна разности  

)( .. отрпад РР  . Абсолютное значение мощности изменяется по экспоненциальному за-
кону 

xr
падпрош еРP  ..  

и зависит от толщины образца и постоянной распространения y. При выходе из материа-
ла электромагнитная волна вновь претерпевает отражение обратно в материал. Если сре-
ды 1 и 3 идентичны (как правило, это условие соблюдается, так как средами 1 и 3 являет-
ся воздух), то коэффициент отражения от передней и задней поверхностей образца будет 
одинаков. 
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Таким образом, при выходе электромагнитной волны из образца мощность прошед-
шей волны: 

.
'
отр

xr
прош PеРP  

 

Отраженная часть отрP '   мощности пройдет весь образец, дойдет до передней стенки, 
частично отразится и так далее. Возникнут многократные отражения. 

Математическое решение рассмотренного явления заключается в моделировании дан-
ной системы линейным, обратимым, пассивным и симметричным четырехполюсником. 
Квадрат коэффициента пропускания 12T , выраженный через составляющие комплексной 
постоянной распространения y =  a + j · b, имеет вид:   

,
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где 12Г  - коэффициент отражения: 
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



Г ; 

12 - фаза коэффициента отражения: 
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2
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
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 arctg ; 

1  и 2  - постоянные затухания среды и влажного материала; 

1  и 2  - фазовые постоянные среды и влажного материала. 
 
Выражая общие потери мощности электромагнитной волны, прошедшей через матери-

ал, в децибелах, получим  
  12

2
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Преобразуем слагаемые в квадратных скобках, используя функцию квадратного сину-
са: 

 . )(cos1ln34,4)cos1ln(34,468,8 212
22

1212
2

122
2 leГГlN l  

    
Однако расчеты показывают, что для образцов с большей влажностью при расчетах 

достаточно учитывать только коэффициент отражения от передней поверхности материа-
ла. 

 В этом случае ослабление равно: 
).(68,8 122 ГlN    

При малых влажностях необходим учет остальных членов в формуле для вычисления 
ослабления. 

Проведя анализ амплитудного и фазового метода, мы пришли к выводу о необходимо-
сти их объединения в один амплитудно-фазовый метод, что позволит исключить влияние 
ряда факторов, вносящих погрешность в результат измерения. В частности, комбинируя 
данные методы, результат измерения,   оказывается, не зависим от плотности материала. 
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Зависимость сдвига фаз волны, прошедшей через влажный материал, определяется 
выражением 

D





 





2 , 

где   - фазовая постоянная; 
         - длина волны; 
        D  - расстояние между антеннами. 

Важнейшими достоинствами СВЧ влагомера являются: возможность бесконтактных 
измерений (в свободном пространстве), высокая чувствительность, неограниченный 
верхний предел измерений, малое влияние на результат измерений химического состава 
материала, возможность интегральной оценки влажности в больших объемах (большая 
информационная емкость метода). Последнее является важным достоинством, так как в 
реальных производственных условиях всегда наблюдается неравномерное распределение 
влаги в объеме. 
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ОПТИМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТРАНСПОРТНОГО ПОТОКА 
НА УЛИЧНО-ДОРОЖНОЙ СЕТИ ГОРОДА АКТОБЕ 

 
В настоящее время в городе Актобе наблюдается интенсивное увеличение численности 

транспортных средств, причем сам процесс автомобилизации сопровождается не только 
количественными, но и качественными изменениями. Все это приводит к тому, что на го-
родских улицах и дорогах одновременно находится значительное количество транспорт-
ных средств, что приводит к повышению интенсивности дорожного движения на всех 
звеньях улично-дорожной сети. При этом отдельные участки городских улиц и дорог ока-
зываются перегруженными, значительно возрастает плотность транспортных потоков. 
При недостаточно развитой улично-дорожной сети это обуславливает существенное сни-
жение скоростей движения транспортных средств и, как следствие, образование заторов. 
Интенсивная автомобилизация сопровождается невосполнимыми потерями общества в 
результате возникновения дорожно-транспортных происшествий и связанных с ними ра-
нениями и гибелью людей, увеличением транспортного шума и загазованности воздуш-
ного бассейна, которые отрицательно сказываются на здоровье населения. 
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Снизить отрицательные последствия автомобилизации при быстром росте интенсив-
ности транспортных потоков и отставания дорожной инфраструктуры возможно при ис-
пользовании современных методов организации дорожного движения, и в частности оп-
тимального распределения транспортных потоков на улично-дорожной сети. Распределе-
ние транспортных потоков с целью разгрузки перегруженных участков улично-дорожной 
сети приводит к снижению задержек движения на пересечениях и примыканиях. При 
этом можно утверждать, что на перегруженных участках всегда будет происходить сни-
жение задержек, а на недогруженных – увеличение задержек может и не происходить в 
силу имеющихся резервов пропускной способности этих элементов сети. 

Следовательно, и в целом на улично-дорожной  сети будет происходить снижение 
суммарных задержек на пересечениях и примыканиях. 

Нами рассматривается задача для определения максимального потока при распределе-
нии транспортных потоков применительно к элементарному участку улично-дорожной 
сети г. Актобе (рис.1). 

Задача определения максимального потока приводит к нахождению увеличивающихся 
цепей. 

Распределение транспортных потоков будем рассматривать на графах.  
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Рис. 1. Элементарный участок УДС г. Актобе 
 
Применительно к графам поток задает способ пересылки некоторых объектов из 

одной вершины графа в другую по его дугам. Перемещение по дуге осуществляется в за-
данном на ней направлении. Вершина, из которой начинается перемещение объектов, на-
зывается источником, и обычно обозначается через S. Вершина, в которой заканчивается 
перемещение объектов, называется стоком, и обычно обозначается через t. Объекты, ко-
торые перемещаются из источника в сток, будут называться единицами потока или про-
сто единицами. 

Если количество единиц потока, которое может проходить по дуге (i, j), ограничено, то 
говорят, что дуга (i, j) имеет ограниченную пропускную способность. Максимальную ве-
личину пропускной способности будем обозначать через n(i, j). В дальнейшем величину 
n(i, j) будем называть просто пропускной способностью. 

Кроме того, будем через а(i, j) обозначать стоимость перемещения единицы потока по 
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дуге (i, j). 
Сеть – это граф, в котором каждой дуге приписана некоторая пропускная способ-

ность. 
Предположим, что имеется граф, в котором некоторое количество единиц потока про-

ходит от источника к стоку, и для каждой единицы потока известен маршрут движения. 
Назовем количество единиц, проходящих по дуге (i, j), потоком в данной дуге. Будем 

поток в дуге (i, j) обозначать через f(i, j). Очевидно,    jinjif ,,0  . 
Дуги графа можно отнести к трем различным категориям: 
1) дуги, в которых поток может ни увеличиваться, ни уменьшаться (обозначается через z); 
2) дуги, в которых поток может увеличиваться (обозначается через k); 
3) дуги, в которых поток может уменьшаться (обозначается через R). 
Например, дуги, имеющие нулевую пропускную способность или значительную стои-

мость прохождения потока, должны принадлежать множеству Z. Дуги, в которых поток 
меньше пропускной способности, должны принадлежать множеству K. Дуги, по которым 
уже проходит некоторый поток, должны принадлежать множеству R. Дуги множества K 
называются увеличивающими, а из R – уменьшающими. 

Любая дуга графа принадлежит, по крайней мере, одному из трех множеств. Возмож-
но, что какая-то дуга принадлежит как множеству K, так и множеству R. Это имеет место 
в том случае, когда по дуге уже протекает  некоторый поток, который можно увеличивать 
или уменьшать.  Такие дуги называют промежуточными. 

Обозначим через k(i, j) максимальную  величину, на которую может быть увеличен 
поток в дуге (i, j). Через r(i, j) обозначим максимальную  величину, на которую может 
быть уменьшен поток в дуге (i, j). Очевидно,  

k(i, j) = n(i, j) - f(i, j); r(i, j) = f(i, j). 

 Пусть G – произвольный граф без петель, состоящий из m-вершин, 














__
,1 miix , 

n-дуг 














__
,1 njgL . G – матрица, состоящая из m-строк и n-столбцов. 








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









случаях.других всех  во - 0
столбцу;му - ующейсоответств дуги, для конечной является

строка, я- уетсоответств которой вершина, если ,1
столбцу;му - ующейсоответств дуги, для начальной является

строка, я- уетсоответств которой вершина, если ,1

j
і

j
і

ijg  

Для последовательности вершин 121 ,,...,, пп хххx  цепью называется любая последова-
тельность дуг ,,...,, 21 п  такая, что концевыми точками дуги i  являются вершины 1x  
и 1ix , то есть  1,  iii xx  или  iii xx ,1  для ni ...,,2,1 . Вершина 1x  называется 
начальной вершиной цепи, вершина 1пх  - конечной вершиной цепи. Длина цепи совпа-
дает с числом входящих в нее дуг. 

Цепь, для которой  1,  iii xx  при всех ni ...,,2,1 , представляет собой путь. 
Имеется 3 способа пересылки дополнительного количества единиц потока из источни-
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ка в сток.  
Первый способ может быть реализован, если имеет место путь Р из вершины s в вер-

шину t, целиком состоящих из увеличивающихся дуг. 
Поскольку  jik ,  представляет собой максимально возможное увеличение потока по 

дуге  ji, , то величина дополнительного потока из s в t по пути Р составит самое боль-
шее 

 ),(
),(

min jik
Pji 

. 

Второй способ увеличения потока может быть реализован, если имеем путь Р из вер-
шины t в вершину, целиком состоящих из уменьшающихся дуг. При этом можно умень-
шить поток в каждой дуге  ji, , что приводит к уменьшению потока из вершины t в 
вершину s, и следовательно, к увеличению потока из вершины s в вершину t. Поскольку в 
каждой дуге  ji,  пути Р поток можно уменьшить самое большее на величину r(i, j), то 
максимальное уменьшение потока вдоль пути Р определяется величиной: 

 ),(min
),(

jir
Pji 

. 

Третий способ увеличения потока заключается в нахождении цепи, соединяющей 
вершины s и t, дуги которой удовлетворяют следующим условиям: 

1) все прямые дуги цепи, имеющие направления от s к t, принадлежат множеству K; 
2) все обратные дуги цепи, имеющие направления от t к s, принадлежат множеству R. 
Пересылка дополнительного потока  из s в t осуществляется увеличением потока в 

прямых дугах и уменьшением потока в обратных дугах. 
Максимальная величина дополнительного потока, который можно переслать вдоль со-

ответствующей цепи из s в t, определится как минимум из следующих двух величин: 
    
    .дугаобратная,:,min

,дугапрямая,:,min



yxyxr
yxyxi

 

Максимальная из двух указанных величин называется максимальным увеличением 
потока по соответствующей цепи. 

Каждая цепь из s в t любого из трех рассмотренных выше способов, по которой могут 
быть дополнительно посланы единицы потока, называется увеличивающей цепью. 

Алгоритм поиска увеличивающей цепи заключается в следующем: 
Шаг 1. Определить состав множеств Z, K, R. Дуги множества Z из дальнейшего рас-

смотрения исключить, так как в них изменения потока невозможны. Отметить вершину s. 
Шаг 2. Отмечать дуги и вершины в соответствии с приводимыми ниже направления-

ми до тех пор, пока либо не будет отмечена вершина t, либо отметка новых вершин ста-
нет невозможной. 

Правила отметки вершины j и дуги  ji,  при уже отмеченной вершине i состоят в сле-
дующем: 

а) если   Kji , , то отмечаются вершина j и дуга  ji, ; 

б) если   Rij , , то отмечаются вершина j и дуга  ij, ; 

в) в противном случае, отметка вершины j и дуги  ji,  не производится. 



ISSN 1561-4212. ВЕСТНИК ВКГТУ, 2006, № 3                                                                                                  
ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ 

 

77

Рассмотрим граф G из 8 вершин и 10 дуг (рис.2). 
 

6 7 8 

3 4 5 

2 1 
(1) 

(2) (3) 

(4) (5) 
(6) (7) (8) 

(9) (10) 

 
 

Рис. 2. Нахождение максимального потока на участке УДС 
 
В этом графе примером увеличивающихся цепей является цепь из дуг (1), (2), (6), (9), 

(10), где каждая дуга является прямой дугой и принадлежит множеству K, а также цепь 
из дуг (1), (7), (10) также является увеличивающейся цепью, где дуги (1), (10) принадле-
жат множеству K, а дуга (7) является обратной дугой, принадлежащей множеству R. 

Предложенный способ является основой алгоритма нахождения максимального потока 
в сети. 
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